Tentamen Analyse op Variéteiten
27 juni 2011, 14:00-17:00 uur.

Dit tentamen bestaat uit vier opgaven. Per opgave is het maximaal aantal te
behalen punten aangegeven. Je krijgt 10 punten gratis.

Opgave 1 (25 pt.)
Voor 0 < a < 1is M, C R* gegeven door

M, = {(z1,%2,73,24) ER* | 22 + 22 = a?, 22+ 22 =1 —a?}.
1. Toon aan dat M, een twee-dimensionale deelvariéteit is van R?.

2. Bepaal een basis van T,,M,, waarbij p = (p1, p2, p3, pa) € M,.
3. Laat 0 < a,b < 1. Toon aan dat M, en M, diffeomorf zijn.

Opgave 2 (20 pt.)

We generaliseren het inproduct (v,w) en het uitproduct v x w van vecto-
ren v,w € R3 naar vectorvelden op R3, en wel als volgt. Voor X,Y € X(R?)
definiéren we (X,Y) € C*(R3,R) door

(X, Y)(z) = (X(2),Y(2)),
voor z € R®, en X x Y € X(R?) door

(X x Y)(x) = X(2) x Y (a),

@
s}

voor z € R®  Beschouw de afbeelding i : X(R®) — A!(R®) gegeven door

(@X))(Y) = (X,Y). Bewijs:
1. i(grad f) = df
2. ((X)Ni(Y) = txxy$), waarbij Q = dz A dy A dz.

Z.0.Z.



Opgave 3 (25 pt.)
1. Als w en 7 exacte differentiaalvormen zijn, dan is w A n exact. Toon dit aan.

2. Toon aan dat op R3 de 2-vorm 7, gegeven door
n=xdyANdz+ydz Adz,
exact is, en bepaal een 1-vorm o met n = do.

3. Toon aan dat op R™ de (n — 1)-vorm w, gegeven door
n a—
wzz:x,-d:vl/\u-/\dxi/\-n/\dwn (1)
i=1

exact is dan en slechts dan als n even is.

4. Laat w weer_gegeven zijn door (1). Bepaal een (n — 2)-vorm a op R" met
w = do als

(i) n=2,
(i) n=4.

Opgave 4 (25 pt.)
In deze opgave zijn de eenheidsbol en de eenheidssfeer in R? gegeven door

B’ = {(z,y) € R? | 2 +4* <1}, S'={(z,y) eR*|2® +4° =1},
en zijn de eenheidsbol en de eenheidssfeer in R® gegeven door
B = {(2,9,2) eR® | 2® +y*+22 <1}, §?={(v,9,2) €ER® |2®+3y?+22 =1}
Uiteraard geldt S! = 0B? en S? = OB3.

1. Laat de 1-vorm 5 op S! gegeven zijn door n = —ydx + z dy.
Bereken [, 7 op twee manieren:

(i) rechtstreeks, d.w.z., uit de definitie van integraal van een differentiaalvorm;

(ii) met behulp van de stelling van Stokes.

2. Laat de 2-vorm w op S? gegeven zijn door w = xdy Adz —ydz Adz -+ zdx Ady.
Bereken f§2 w op twee manieren:

(i) rechtstreeks, d.w.z., uit de definitie van integraal van een differentiaalvorm.
Je mag gebruiken dat de 2-sfeer het beeld is van een (orientatie-bewarende)
singuliere 2-keten c : [0,1] x [0, 1] — R?, gedefiniderd door

c(u,v) = (sinu cos 27w, sin7u sin 27v, cosTu).
(ii) met behulp van de stelling van Stokes.

3. Toon aan dat n (als in onderdeel 1) en w (als in onderdeel 2) gesloten zijn,
maar niet exact.



